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重点知识梳理
1、涉及伴随矩阵的定义、性质、行列式、逆阵、秩及包含有伴随矩阵的矩阵方程是矩阵试题中的一类常见试题，处理有关伴随矩阵问题有两个基本出发点：一是伴随矩阵的定义，二是关于伴随矩阵的基本公式
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，由定义及此基本公式可以推出一些常用公式，例如
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2、满秩方阵（即可逆方阵，或非奇异方阵）是一类重要的方阵．如果
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1）
[image: image18.wmf]0

¹

A

（
[image: image19.wmf]A

为非奇异方阵）

2）
[image: image20.wmf]A

可逆（
[image: image21.wmf]A

为可逆方阵）

3）
[image: image22.wmf](

)

rn

=

A

（
[image: image23.wmf]A

为满秩方阵）

4）
[image: image24.wmf]A

与同阶单位矩阵
[image: image25.wmf]E

行（列）等价
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6）齐次线性方程
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利用这些等价条件，就可以将其中某个问题转化成与之等价的问题进行处理，就是将
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，这是一个常用结论．根据这一结论，容易推出关于矩阵的秩的一些常用结论，例如：
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2）若齐次线性方程组
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3）若两个齐次线性方程组
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证 显然
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5）若
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证 易证两个齐次线性方程组
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7）设
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证 只要证明两个齐次线性方程组
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4、
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．除利用定义判定正定性外，还可根据题目给定条件选择下列正定性的充要条件来判定正定性：

1）
[image: image136.wmf]f

正定
[image: image137.wmf]f

Û

的正惯性指数等于
[image: image138.wmf]n

．

2）
[image: image139.wmf]f

正定
[image: image140.wmf]Û

A

的特征值全都大于0．

3）
[image: image141.wmf]f

正定
[image: image142.wmf]Û

存在可逆矩阵
[image: image143.wmf]M

，使得
[image: image144.wmf]T

=

AMM

．

4）
[image: image145.wmf]f

正定
[image: image146.wmf]Û

A

的各阶顺序主子式全大于0．

对于具体给定的
[image: image147.wmf]f

或实对称矩阵
[image: image148.wmf]A

，利用充要条件4）判定其正定性通常最为方便，对于抽象问题则通常用定义法及其它充要条件判定其正定性，
【典例分析】

【例】设矩阵
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【解析】
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【例】已知4维列向量
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【解析】设
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由于
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所以方程组系数矩阵的秩为3，所以其基础解系含1个解向量，

从而向量组
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【例】已知
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【解析】由已知得
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【例】已知
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【解析】利用特征值的定义
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【例】设
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【解析】根据题意，向量组
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所以答案选D．
【例】已知
[image: image258.wmf]2300

1100

0020

0001

éù

êú

êú

=

êú

êú

ëû

A

，
[image: image259.wmf]*

A

为
[image: image260.wmf]A

的伴随矩阵，则
[image: image261.wmf]1

2

1

4

-

*

æö

=

ç÷

èø

AA

________.
【解析】
[image: image262.wmf]2300

100100

1100

202030202

0020

001001

0001

A

==´-´=-

，

于是
[image: image263.wmf]2

AAAEE

*

==-

．


[image: image264.wmf]111

21

111

2

442

AAAAAA

---

*-

æöæöæö

==-=-

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø



[image: image265.wmf]1300

2600

1200

2400

2

1

0010

000

2

0002

0001

-

æö

-

æö

ç÷

-

ç÷

ç÷

-

ç÷

=-=

ç÷

ç÷

-

ç÷

ç÷

ç÷

-

ç÷

èø

èø

．
【例】设
[image: image266.wmf]010

100

001

-

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

A

，
[image: image267.wmf]1

-

=

BPAP

，其中
[image: image268.wmf]P

为3阶可逆矩阵，则
[image: image269.wmf]20202

2

-=

BA

______。

【解析】由于
[image: image270.wmf]0

0

0

0

n

n

n

A

A

B

B

æö

æö

=

ç÷

ç÷

èø

èø

，
[image: image271.wmf]11

22

33

n

n

n

n

aa

aa

aa

æö

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

，

所以
[image: image272.wmf]2

0110

1001

--

æöæö

=

ç÷ç÷

-

èøèø

，且
[image: image273.wmf]2

2

010100

100010

001001

A

--

æöæö

ç÷ç÷

==-

ç÷ç÷

ç÷ç÷

-

èøèø

，

所以
[image: image274.wmf](

)

1010

20202

AAE

==

，

进一步
[image: image275.wmf]2020212020212

300

222030

001

BAPAPAPEPA

--

æö

ç÷

-=-=-=

ç÷

ç÷

-

èø


【例】设
[image: image276.wmf]A

是
[image: image277.wmf]54

´

矩阵，
[image: image278.wmf](

)

4

r

=

A

，则下列命题中错误的为（    ）

（A）
[image: image279.wmf]=

0

AX

只有零解

（B）
[image: image280.wmf]T

=

0

AAX

有非零解

（C）对任何5维向量
[image: image281.wmf]b

，
[image: image282.wmf]=

AX

b

都有解

（D）对任何4维向量
[image: image283.wmf]b

，
[image: image284.wmf]T

=

AX

b

都有无穷多解
【解析】A、对，因为
[image: image285.wmf](

)

rA

=

未知数个数4；

B、对，因为
[image: image286.wmf]T

AA

是5阶矩阵，而
[image: image287.wmf](

)

5

T

rAA

<

；

C、错，因为存在5维向量
[image: image288.wmf]b

不可用
[image: image289.wmf]A

的列向量组表示，使得
[image: image290.wmf]AX

b

=

无解；

D、对，因为
[image: image291.wmf](

)

T

rA

=

方程个数4，对任何4维向量
[image: image292.wmf]b

，
[image: image293.wmf](

)

T

rAB

不会大于4．

【例】矩阵
[image: image294.wmf]111213

212223

313233

aaa

Aaaa

aaa

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

可逆，
[image: image295.wmf]3

阶矩阵
[image: image296.wmf]B

满足
[image: image297.wmf]111312

212322

313332

4

4

4

aaa

BAaaa

aaa

--

æö

ç÷

=--

ç÷

ç÷

--

èø

，则
[image: image298.wmf]B

的特征值为（    ）

（A）
[image: image299.wmf]1,1,4

--


   （B）
[image: image300.wmf]1,1,4


   （C）
[image: image301.wmf]1,2,2

-



 （D）
[image: image302.wmf]1,2,2


【解析】
[image: image303.wmf](

)

(

)

111312

2123222323

313332

4

441

4

aaa

BAaaaAEEE

aaa

--

æö

ç÷

=--=--

ç÷

ç÷

--

èø

，


[image: image304.wmf](

)

(

)

2323

414114

BEEE

=-×-×=-××-=-

，

所以答案选C．
【例】已知
[image: image305.wmf]A

是
[image: image306.wmf]3

阶不可逆矩阵，
[image: image307.wmf],

ab

是线性无关的三维列向量，满足
[image: image308.wmf],

AA

abba

==

，则与
[image: image309.wmf]A

相似的对角阵是________.
【解析】由
[image: image310.wmf]A

可逆知道
[image: image311.wmf]A

有一个零特征值
[image: image312.wmf]1

0

l

=

，

又由
[image: image313.wmf]A

ab

=

，
[image: image314.wmf]A

ba

=

知
[image: image315.wmf](

)

(

)

A

abba

+=+

，
[image: image316.wmf](

)

(

)

A

abab

-=--


所以
[image: image317.wmf]A

有特征值
[image: image318.wmf]2

1

l

=

，
[image: image319.wmf]3

1

l

=-

，故
[image: image320.wmf]000

010

001

A

éù

êú

~L=

êú

êú

-

ëû

．

【例】已知
[image: image321.wmf]A

，
[image: image322.wmf]B

为3阶矩阵，且满足
[image: image323.wmf]1

24

-

=-

ABBE

，其中
[image: image324.wmf]E

是3 阶单位矩阵。

（1）证明：矩阵
[image: image325.wmf]2

-

AE

可逆；（2）若
[image: image326.wmf]120

120

002

-

éù

êú

=

êú

êú

ëû

B

，求矩阵
[image: image327.wmf]A

．
【解析】（1）
[image: image328.wmf]1

24

ABBE

-

=-

，

左乘
[image: image329.wmf]:240

AABBA

--=

，


[image: image330.wmf](

)

(

)

248

AEBEE

--=

，

∴
[image: image331.wmf]2

AE

-

可逆．

（2）
[image: image332.wmf](

)

1

284

AEBE

-

=+-

，


[image: image333.wmf](

)

1

1

11

0

44

320

13

41200

88

002

1

00

2

BE

-

-

æö

-

ç÷

--

æö

ç÷

ç÷

ç÷

-=-=--

ç÷

ç÷

ç÷

-

ç÷

èø

ç÷

-

ç÷

èø

，

∴
[image: image334.wmf]020

110

002

A

æö

ç÷

=--

ç÷

ç÷

-

èø


【例】已知矩阵
[image: image335.wmf]100

110

111

éù

êú

=

êú

êú

ëû

A

，
[image: image336.wmf]011

101

110

éù

êú

=

êú

êú

ëû

B

，且矩阵
[image: image337.wmf]X

满足


[image: image338.wmf]+=++

AXABXBAXBBXAE

，其中
[image: image339.wmf]E

是3阶单位矩阵，求
[image: image340.wmf]X

．
【解析】
[image: image341.wmf](

)

(

)

AXABBXBAE

-+-=

，
[image: image342.wmf](

)

(

)

ABXABE

--=

，


[image: image343.wmf]111

0111

001

AB

-

-=-=

，∴
[image: image344.wmf]AB

-

可逆，

而
[image: image345.wmf](

)

1

112

011

001

AB

-

æö

ç÷

-=

ç÷

ç÷

èø

，

∴
[image: image346.wmf](

)

2

1

125

012

001

XAB

-

æö

ç÷

éù

=-=

ç÷

ëû

ç÷

èø


【例】设矩阵
[image: image347.wmf]A

的伴随矩阵
[image: image348.wmf]1000

0100

1010

0308

*

éù

êú

êú

=

êú

êú

-

ëû

A

，且
[image: image349.wmf]11

3

--

=+

ABABAE

，其中
[image: image350.wmf]E

是4阶

单位矩阵，求矩阵
[image: image351.wmf]B

。

【解析】
[image: image352.wmf]3

8

AA

*

==

，∴
[image: image353.wmf]2

A

=

，

右乘
[image: image354.wmf]A

：
[image: image355.wmf]3

ABBA

=+

，
[image: image356.wmf](

)

3

AEBA

-=

，

左乘
[image: image357.wmf]A

*

：
[image: image358.wmf](

)

3

AAABAA

***

-=

，


[image: image359.wmf](

)

26

EABE

*

-=

，

∴
[image: image360.wmf](

)

1

62

BEA

-

*

=-

，而
[image: image361.wmf]1000

0100

2

1010

0306

EA

*

æö

ç÷

ç÷

-=

ç÷

-

ç÷

-

èø

，


[image: image362.wmf](

)

1

1000

0100

2

1010

11

00

26

EA

-

*

æö

ç÷

ç÷

-=

ç÷

ç÷

ç÷

-

ç÷

èø

，

∴
[image: image363.wmf]6000

0600

6060

0301

B

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

-

èø


【例】已知
[image: image364.wmf](

)

1

1,4,0,2

T

=

a

，
[image: image365.wmf](

)

2

2,7,1,3

T

=

a

，
[image: image366.wmf](

)

3

0,1,1,

T

a

=-

a

，
[image: image367.wmf](

)

3,10,,4

T

b

=

b

，问：

（1）
[image: image368.wmf]a

，
[image: image369.wmf]b

取何值时，
[image: image370.wmf]b

不能由
[image: image371.wmf]1

a

，
[image: image372.wmf]2

a

，
[image: image373.wmf]3

a

线性表出；

（2）
[image: image374.wmf]a

，
[image: image375.wmf]b

取何值时，
[image: image376.wmf]b

可由
[image: image377.wmf]1

a

，
[image: image378.wmf]2

a

，
[image: image379.wmf]3

a

线性表出，并写出此表示式．

【解析】
[image: image380.wmf](

)

123

120312031203

4711001120112

,,,

0110110010

2340120002

bba

aab

aaab

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

----

ç÷ç÷ç÷

=®®

ç÷ç÷ç÷

---

ç÷ç÷ç÷

---

èøèøèø

，


[image: image381.wmf]2

b

¹

时，无解


[image: image382.wmf]2

b

=

，
[image: image383.wmf]1

a

¹

时，有唯一解，
[image: image384.wmf]1

2

0

x

-

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

，
[image: image385.wmf]12

2

baa

=-+

，


[image: image386.wmf]2

b

=

，
[image: image387.wmf]1

a

=

时，有无穷多解，
[image: image388.wmf]23

10

12

xk

-

æöæö

ç÷ç÷

=+

ç÷ç÷

ç÷ç÷

-

èøèø

，

∴
[image: image389.wmf](

)

(

)

123

232

kkk

baaa

=-+++-

．

【例】已知向量组
[image: image390.wmf]1

0

1

1

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

b

，
[image: image391.wmf]2

2

1

a

éù

êú

=

êú

êú

ëû

b

，
[image: image392.wmf]3

1

0

b

éù

êú

=

êú

êú

ëû

b


与向量组
[image: image393.wmf]1

1

2

3

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

a

，
[image: image394.wmf]2

3

0

1

éù

êú

=

êú

êú

ëû

a

，
[image: image395.wmf]3

9

6

7

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

a

具有相同的秩，且
[image: image396.wmf]3

b

可由
[image: image397.wmf]1

a

，
[image: image398.wmf]2

a

，
[image: image399.wmf]3

a

线性表示，求
[image: image400.wmf]a

，
[image: image401.wmf]b

的值．
【解析】
[image: image402.wmf](

)

1233

139139

,,,2061061212

3170010203

bb

b

b

aaab

æöæö

ç÷ç÷

=®---

ç÷ç÷

ç÷ç÷

--

èøèø



[image: image403.wmf]139

21

012

6

321

000

106

b

b

b

b

æö

ç÷

ç÷

-

ç÷

®

ç÷

ç÷

-

ç÷

-

èø


∵有解，∴
[image: image404.wmf]321

05

106

bb

b

-

-=Þ=

，
[image: image405.wmf](

)

123

,,2

r

aaa

=

，

∴
[image: image406.wmf]05

121015

110

a

a

=Þ=

-

．

【例】已知平面上三条不同直线的方程分别为


[image: image407.wmf]1

2

3

:  230,

:  230,

:  230.

laxbyc

lbxcya

lcxayb

++=

++=

++=


试证：这三条直线交于一点的充分必要条件为
[image: image408.wmf]0

abc

++=

.
证明：必要性

由
[image: image409.wmf]123

,,

lll

交于一点得方程组


[image: image410.wmf]230

230

230

axbyc

bxcya

cxayb

++=

ì

ï

++=

í

ï

++=

î


有解,可知


[image: image411.wmf]231

()()230()10

231

abcbc

RARAbcaabcca

cabab

=Þ=Þ++=

  (2分)

由于
[image: image412.wmf]222

1

2

1

1[()()()]0

1

bc

cabacbac

ab

=--+-+-¹

,所以
[image: image413.wmf]0

abc

++=

 (3分)

充分性：
[image: image414.wmf]0()

abcbac

++=Þ=-+



[image: image415.wmf]22222

2

2()2[()][()]0

2

231

2366()10

231

ab

acbacacacac

bc

abcabcbc

bcabcaabcca

cabcabab

ü

Þ=-=-+=-++-¹

ï

ï

ï

ý

ï

==++=

ï

ï

þ

又

因

为



[image: image416.wmf]()()2

RARA

Þ==

,  (5分)   因此方程组


[image: image417.wmf]230

230

230

axbyc

bxcya

cxayb

++=

ì

ï

++=

í

ï

++=

î

 

有唯一解，即
[image: image418.wmf]123

,,

lll

交于一点. 

【例】设
[image: image419.wmf]111

111

042

--

éù

êú

=-

êú

êú

--

ëû

A

，
[image: image420.wmf]1

1

1

2

-

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

x

．

（Ⅰ）求满足
[image: image421.wmf]21

=

Axx

，
[image: image422.wmf]2

31

=

Axx

的所有向量
[image: image423.wmf]2

x

，
[image: image424.wmf]3

x

；

（Ⅱ）对（Ⅰ）中的任意向量
[image: image425.wmf]2

x

，
[image: image426.wmf]3

x

，证明
[image: image427.wmf]1

x

，
[image: image428.wmf]2

x

，
[image: image429.wmf]3

x

线性无关．

【解析】（1）
[image: image430.wmf](

)

1

111111111100

,111102110211

042200000000

A

x

------

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

=-®®

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

---

èøèøèø



[image: image431.wmf]11

10

22

11

01

22

0000

æö

--

ç÷

ç÷

ç÷

®

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø


∴
[image: image432.wmf]1

11

22

11

22

10

xk

æöæö

-

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

=-+

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

，∴
[image: image433.wmf]1

21

1

11

22

11

22

k

k

k

x

æö

-

ç÷

ç÷

ç÷

=-+

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø


而
[image: image434.wmf]2

220

220

440

A

æö

ç÷

=--

ç÷

ç÷

èø

，
[image: image435.wmf](

)

2

1

1

110

2201

2

,22010000

44020000

A

x

æö

-

ç÷

-

æö

ç÷

ç÷

=--®

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

-

èø

ç÷

èø

，

∴
[image: image436.wmf]23

1

10

2

100

010

Xkk

æö

-

ç÷

-

æöæö

ç÷

ç÷ç÷

=++

ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

ç÷

èø

，∴
[image: image437.wmf]2

32

3

1

2

k

k

k

x

æö

--

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

．

（2）由于
[image: image438.wmf]12

12312

13

111

1

222

111

,,10

222

2

kk

kk

kk

xxx

----

=-+=-¹

-

．

所以向量组线性无关

【例】

【】【】【】{}
【例】已知向量
[image: image439.wmf]12

(1,3,3),(1,2,0),(1,2,3),

TTT

aa

baa

=-==+-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image440.wmf]3

(1,2,2)

T

bab

a

=---+

， 
试讨论
[image: image441.wmf]b

a

,

为何值时

（1）
[image: image442.wmf]b

不能用
[image: image443.wmf]3

2

1

,

,

a

a

a

线性表示；

（2）
[image: image444.wmf]b

可由
[image: image445.wmf]3

2

1

,

,

a

a

a

唯一地表示，并求出表示式；

（3）
[image: image446.wmf]b

可由
[image: image447.wmf]3

2

1

,

,
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【解析】问题转化为方程组求解问题
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增广矩阵
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【例】设3阶矩阵
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【例】已知3阶矩阵
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【解析】（1）
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【例】已知三阶方阵
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【解析】（1）把
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故
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【例】设矩阵
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【例】设
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【解析】
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单位化：
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【例】设二次型
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【解析】：由
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【例】设矩阵
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D．既不合同，也不相似
【解析】由于
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【例】设
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知0是矩阵
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【例】已知
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是
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【解析】（Ⅰ）证明：由题设条件，
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对增广矩阵
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解得
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【例】设齐次线性方程组
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【解析】（Ⅰ）
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【例】设
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