


专题一  行列式的相关计算

【例1】计算行列式
【分析】每行元素之和均相等，故每一列均可加到第一列。

【详解】原式


            。


【例2】计算n阶行列式________.



【详解】原式。



【例3】计算阶行列式.
【详解】从行列式的特点看，应设法转变成范德蒙行列式来求解，第一行提取1，第二行


提取2，以此类推，第行提取，即为范德蒙行列式





【例4】设行列式，求.

【分析】关于的四阶多项式，至多有四个解。

【解答】方法一：原式

                    



                    


∴或。


方法二：若，则第二行是第一行的两倍，行列式为0，推出。


若，则行列式为0，推出。





【例5】设为维列向量，，求.

【详解】∵


∴


。



【例6】设是三维线性无关的向量，是三阶矩阵，且


，求.






【详解】






【例7】设4阶矩阵和相似，如果的特征值是，则______.


【详解】，而，

∴，



∵相似于，∴，

∴。


【例8】设行列式
求（1）A的所有代数余子式之和；

（2）.



【详解】（1）。


（2）原式。

[bookmark: bookmark7][bookmark: bookmark5]专题二  秩的证明与计算
解题技巧点拨
（1）A为抽象矩阵，由秩的定义或性质证明计算
（2）A为数字矩阵，A应用初等行变换，转化为阶梯型矩阵，则r（A）=非零行的行数
常用性质：
【1】设[image: ]均为[image: ]矩阵，则[image: ].
【2】设[image: ]是[image: ]矩阵，[image: ]是[image: ]矩阵，证明：[image: ]。
【3】设[image: ]是[image: ]矩阵，[image: ]是[image: ]矩阵，若[image: ], 证明[image: ]。
【4】设[image: ]是[image: ]矩阵，证明：[image: ]。
【5】设[image: ]是[image: ]阶矩阵[image: ]，证明：[image: ]


【例1】设A为5阶方阵，，r（A）>l，则r（A）=________.


【详解】∵，，



∴；而，∴。

【例2】设A为n阶方阵，证明


（1）若，则；


[bookmark: bookmark8]（2）若，则.


【详解】（1）∵，∴，

∴，



又∵

∴。
（2）第二问解题过程同第一问。


推广：遇到，（其中）

可知：。



【例3】设A，B均为n阶方阵，，则________.


【详解】∵，∴，


∴可逆，且，


∴，即，

∴。





注：遇到，可得到，则可逆,，。



【例4】3阶矩阵A，B满足，，则

________.



【详解】∵，∴可逆且，



∴。


由于，所以。



【例5】是三维列向量，

（1）证明；


（2）若线性相关，证明.


【详解】（1）。





（2）∵，线性相关，∴或，不妨设，

则。

∴。

专题三  求高次幂
解题技巧点拨



（1）若，即，则


（2）A为三阶矩阵，若，，则




（3）若，则


（4）A可相似对角化，即，则



【例1】已知，则________.


【详解】∵，∴，

∴。



【例2】若，则________.




【详解】得，其中，，，


则。



【例3】若，则________.




【详解】由条件得，其中，而，。

∴

。



【例4】若，则________.



【详解】由题意得：，其中，，


而，，

∴。







【例5】设3阶方阵A满足，，其中，，，求.



【详解】由于，





则，其中为，∴，∴。




【例6】设，又，求. 



【详解】，，

则。




【例7】设，则 .



【详解】∵。



∴，， ∴。

专题四  解矩阵方程
解题技巧点拨
解矩阵方程是考研试卷中经常出现的题型，其中涉及的伴随矩阵和矩阵方程均是考研考查的重点，这类题目既考查了概念、性质和数值运算，也考查了化简的方法.



矩阵方程是含有未知矩阵的等式，求解矩阵方程时，往往先做恒等变形，再代入已知条件求解，不要一开始就代入已知数据，那样会使运算复杂化，费时易错.化简时要正确把握矩阵的有关重要公式和性质，将所给的关系式化为，从而当可逆时，解为







【例1】设，且，其中是的伴随矩阵，是3阶单位矩阵，求矩阵.


【详解】由题意知：，，




则，代入得，


左乘矩阵又得：，



∴，∴，而，

∴。




【例2】已知，且，求.


【详解】由题意得：，∴，



而，，则。



【例3】设矩阵，，

（1）求的值；

（2）若矩阵X满足义，求X.




【详解】（1）设的特征值为，则满足，



∴，∴，∴。

（2）由原式得：，

，

则




。

[bookmark: bookmark15]专题五  向量的线性表示及相关性
解题技巧点拨
（1）线性表示的判定：应用定义及线性表示的充要条件


非零列向量可由线性表示


非齐次方程有解有解


（2）线性表示的求法：


设线性无关，可由其线性表示


初等行变换
相关无关性的判定：
1）利用线性相关、无关定义法
2）利用向量组的秩与向量组中元素个数的关系


【例1】设A，B，C均为n阶矩阵，若，且可逆，则【    】
（A）矩阵C的行向量组与A的行向量组等价
（B）矩阵C的列向量组与A的列向量组等价
（C）矩阵C的行向量组与B的行向量组等价
（D）矩阵C的列向量组与B的列向量组等价



【详解】将矩阵分块：，，，



则，从而的列向量可用的列向量线性表示，


又∵可逆，则，




同理：的列向量可由的列向量线性表示，故的列向理组与的列向量组等价，选B。






进一步分析：，则的列向量可由的列向量线性表示，即的行向量可由的行向量线性表示，而题中未说可逆，所以不能选C。




【例2】设，，，

试讨论当a，b为何值时，


（1）不能由线性表示；


（2）可以由唯一地线性表示，并求出表示式；


（3）可以由线性表示，但表示式不唯一，并求出表示式。


【详解】。



（1）当时，，此时，




∴不能由，，线性表示。




（2）当且时，，此时，

∴。



（3）当且时，，


此时，而，


∴，其中为任意常数。


















【例3】设：=，=，=，：=，=，=，且向量组可由向量组线性表示，但反之不可，求常数.
【详解】∵Ⅰ可由Ⅱ表示，Ⅱ不可由Ⅰ表示，

∴，



∴，∴或。



当时，结论显然成立。当时，，不成立。

∴。




【例4】设行向量组线性相关，且，则______.


【详解】方法一：利用行列式的方法可判断个准向量的相关性。





由于，，，相关，则，


又∵，∴。
方法二：可利用向量组的秩来进行解决


，






∵，，，相关，∴，且，

∴。






【例5】设，，，，其中为任意常数，则下列向量组线性相关的为（    ）.




A.		B.		C.		D.

【详解】由观察法可知，故选C．









【例6】设A是n阶矩阵，是n维列向量，若，，证明向量组，，，，线性无关.




【详解】设存在，，…，使

左乘矩阵，会发现最后无法判断，


所以左乘，得




由于，，则，得到，


同理：左乘，……，得，
∴向量组线性无关．


【例7】设向量组线性无关，令




，，，



[bookmark: bookmark19]证明，，…，线性无关.



【详解】法一：设，…，使，

即

从而，



由，…，线性无关，得


，得


∴，∴
∴向量组线性无关．
法二：也可考虑利用秩的方法证明专题
[bookmark: bookmark28]
专题六  公共解与同解
解题技巧点拨
（一）非零公共解充要条件




方程组与有非零公共解有非零解
（二）同解充要条件



方程组与同解


【例1】设为n阶矩阵，齐次线性方程组有两个线性无关的解，则【    】


（A）的解均为的解


（B）的解均为的解


（C）与无非零公共解


（D）与恰有一个非零公共解

【详解】∵有两个线性无关的解，


∴，∴，


∴，∴，则B选项符合题意．





【例2】设齐次线性方程组和，其中，B均为矩阵，以下4个命题正确的是【    】



（1）若的解均是的解，则.



（2）若，则的解均是的解.



（3）若与同解，则.



（4），则与同解.
（A）（l）（2）	（B）（1）（3）	（C）（2）（4）	（D）（3）（4）


【详解】由的解为的解可知：


的基础解系可由的基础解系表示

从而

∴，∴（1）正确


又∵与同解，∴（3）正确，故为B选项．



【例3】设四元齐次方程组（Ⅰ）为已知另一四元齐次线性方程组（Ⅱ）的基础解系为.
（1）求方程组（Ⅰ）的一个基础解系；

（2）当为何值时，方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）有非零公共解？在有非零公共解时，求出全部非零公共解.

【详解】（1）




∴，其中，为常数．
（2）为求（Ⅰ）（Ⅱ）的非零公共解，只需把（Ⅱ）的通解

代入（Ⅰ）中，

经整理，得


当时，，（Ⅰ）（Ⅱ）无非零公共解，




当时，无论，为何值，（Ⅱ）的解都是（Ⅰ）的解，（Ⅰ）与（Ⅱ）有非零公共解，．





【例4】已知非齐次方程组（Ⅰ）的通解为，为任意常数，方程组（Ⅱ）为试问：当（Ⅱ）中的参数为何值时，方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解？

【详解】由方程组（Ⅰ）与(Ⅱ)同解，故(Ⅰ)的解应是(Ⅱ)的解，将(Ⅰ)的通解代人(Ⅱ)的三个方程，可分别求得参数．

将代人(Ⅱ)的第一个方程，得





整理得 ，其中是任意常数，故解得．

将代人(Ⅱ)的第二个方程，得




整理得  ，其中是任意常数，

故解得  ．


将代人(Ⅱ)的第三个方程，得  ，

故解得  ．



由此可知，当方程组(Ⅱ)的参数取，，时，方程组(Ⅰ)的全部解都是方程组(Ⅱ)的解．



当，，时，
第(Ⅱ)个方程可表示为

(Ⅱ) 

利用初等行变换，将(Ⅱ)的增广矩阵化为标准阶梯形





由于方程组(Ⅰ)、(Ⅱ)标准阶梯形矩阵完全相同，故方程组(Ⅰ)、(Ⅱ)当，，时同解．

[bookmark: bookmark34]专题七  相似对角化的判定
解题技巧点拨

重点把握相似对角化的定义、充要条件及与对角矩阵相似的充分条件

【例1】设n阶矩阵
（1）求A的特征值和特征向量；

（2）求可逆矩阵P，使得为对角矩阵。


【详解】当时，，特征值为1，…，1


而，即


∴非零列向量均为的特征向量



可逆矩阵均满足


当时，




∴，

当时，




此时所对应的线性无关特向

当时，





此时所对应的线性无关特向为，…，


令，则．



【例2】证明n阶矩阵与相似.



【详解】由，得的特征值为，0，…，0



∵为实对称阵，∴可以相似对角化，∴



由，知的特征值为，0，…，0

所以属于特征值为0的无关特向个数有个，

则可以相似对角化


∴，由相似传递性知：．


【例3】设n阶方阵A满足，证明A可相似对角化.

【详解】由条件得

∴

又∵



∴，






设的特征值为，则满足，则特征值或，

所以的线性无关特向个数为



个

∴可以对角化．





【例4】设，（1）求的特征值；（2）求的每个特征值对应的线性无关的特征向量，并研究可否进行对角化

【详解】（1）


∴，．




（2）当时，由，即，得，



当时，由，得，

∴不可以对角化．






【例5】设为阶非零阵，且存在正整数使得，证明：不可以对角化


【详解】令，则，



∵且，∴，


∴的特征值为，


∵，∴



即的对应于的线性无关特向个数至多为个，

∴不可对角化．







【例6】设为3阶矩阵，为的分别属于特征值的特征向量，向量满足.

（Ⅰ）证明线性无关；


（Ⅱ）令，求.




【详解】（1）设存在，，使	①


左乘得：

得：

整理得：		②

①－②，得




∵，线性无关，∴，∴，



∴，，线性无关．

（2）




[bookmark: bookmark36]即，∴．

专题八  实对称矩阵
解题技巧点拨
利用实对称矩阵对应于不同的特征值的特征向量相互正交来求特征向量.同时还要注意特征值和特征向量的应用，如求矩阵的n次幂，已知特征值和特征向量反过来求原矩阵。



【例1】设矩阵，，已知非齐次方程有解但不唯一，求
（1）a；


（2）正交矩阵，使为对角矩阵.

【详解】（1）



∵有解但不唯一，∴，∴．

（2）



∴，，



当时，，此时，，



当时，，此时，，



当时，，此时，



已正交，只需单位化，得，，，


令，则．


【例2】设3阶实对称矩阵A的各行元素之和均为3，向量，


是线性方程组的两个解。
（1）求A的特征值与特征向量；


（2）求正交矩阵，使得.



【详解】（1）由，为的解，得


，，



∴，为的两个无关特向，



又∵，∴为的无关特向．


（2）正交化：，，



单位化：，，，


令，则．





【例3】已知A是3阶实对称矩阵，，是特征值3的特征向量，是特征值的特征向量，求矩阵A.



【详解】∵为实对称阵，∴，∴，


∵为实对称阵，∴必可以对角化，


而，∴


设属于的特征向量，


则，得，


不妨令，则，

∴，


注：亦可用正交阵来反求．
[bookmark: bookmark38]专题九  二次型化标准形
解题技巧点拨
化二次型为标准形的方法有：
（1）用配方法化二次型为标准形（2）用正交变换法化二次型为标准形

【例1】已知二次型


经正交变换可化为标准形，则________。



【详解】由，且，，


知，得出．


【例2】已知二次型，
（1）用正交变换把二次型化成标准形，并写出相应的正交矩阵Q；


（2）当时，求的最大值.

【详解】（1），



得，，，






，，所对应的特向分别为，，，



无需正交化，进行单位化，得，，，


令，．

（2），

．




【例3】已知二次型通过正交变换化为标准形，求参数a，b及所用的正交变换。



【详解】，，，




则，，∴，，



当时，，，


当时，，




对，进行正交化，得，，



再进行单位化：，，，


令，使．


【例4】设.

（1）将正交对角化；


（2）求一个正交变换将二次型化为标准形。



【详解】（1），得，，



当时，，，


当时，，


正交化，得，，



单位化，得，，，


令，则．



（2）的矩阵为，则，




【例5】已知二次型在正交变换下的标准形为，

且Q的第3列为.
（1）求矩阵A；

（2）证明为正定矩阵.
【详解】：（1）由于二次型在正交变换[image: ]下的标准形为[image: ]，所以[image: ]的特征值为[image: ]。
由于Q的第3列为[image: ]，所以A对应于[image: ]的特征向量为[image: ]，记[image: ]。由于[image: ]是实对称矩阵，所以对应于不同特征值的特征向量是相互正交的，设属于[image: ]的特征向量为[image: ]，则[image: ]，即[image: ]。取
[image: ]，则[image: ]为对应于[image: ]的特征向量。
方法一：由[image: ]，两边取转置，得[image: ]。
解此矩阵方程：
[image: ]
所以，[image: ]。
方法二：由于[image: ]是相互正交的，所以只需单位化：
[image: ]。
取[image: ]，则[image: ]，
[image: ]。
（2） [image: ]也是实对称矩阵，[image: ]的特征值为[image: ]，所以[image: ]的特征值为[image: ]，由于[image: ]的特征值全大于零，故[image: ]是正定矩阵。






【例6】设为三阶实对称矩阵， 为正交矩阵，二次型经过正交变换化为，且求：


（1）k的值；（2）求正交矩阵；（3）求矩阵.




【详解】（1），，，．


（2）由所对应的无关特向，


设所对应的特向为，




∵，∴，∴，，




，，，



规范化：，，，

∴．

（3）利用反求即可

专题十  矩阵三大关系
解题技巧点拨
[image: ]和[image: ]等价
[image: ][image: ]经初等变换得到[image: ]
[image: ][image: ]
[image: ][image: ]     [image: ]可逆
[image: ][image: ]    且同型

[image: ]和[image: ]相似  [image: ]
1）[image: ]～[image: ], [image: ]～[image: ][image: ] [image: ]～[image: ]
2）不相似（判断不相似往往用下四条性质）

[image: ]  [image: ]      [image: ]
也用[image: ]～[image: ]，[image: ]不能对角化，判断[image: ]与[image: ]不相似

[image: ]和[image: ]合同     [image: ]   [image: ]可逆
[image: ]≌[image: ][image: ]([image: ],（正负惯性指数相同）
重要结论：1）若[image: ]与[image: ]为两个相似的对称阵，则[image: ]与[image: ]合同，反之不成立
2）设[image: ]与[image: ]均为实对称阵，则[image: ]与[image: ]合同[image: ][image: ]与[image: ]有相同的秩和正负惯性指数
[image: ][image: ]与[image: ]正、负特征值的个数分别相同
[image: ]

【例1】设矩阵[image: ], [image: ],则[image: ]与[image: ]【   】
(A)合同, 且相似.                 (B) 合同, 但不相似 .
(C)不合同, 但相似.               (D) 既不合同, 又不相似.           
【详解】 由[image: ] 得[image: ]的特征值为0, 3, 3, 而[image: ]的特征值为0, 1, 1，从而[image: ]与[image: ]不相似. 又[image: ],且[image: ]有相同的正惯性指数, 因此[image: ]与[image: ]合同. 故选(B) 。

【例2】设[image: ]是[image: ]阶方阵，将[image: ]第[image: ]行和第[image: ]行交换，再将其第[image: ]列和第[image: ]列相交换得到矩阵[image: ]，则[image: ]与[image: ]（    ）。
（A）等价但不相似              （B）相似但不合同
（C）相似、合同，但不等价      （D）等价、相似、合同
【详解】因为[image: ]的[image: ]列与[image: ]列互换，[image: ]行与[image: ]行互换，相当于右乘、左乘初等矩阵[image: ]，即[image: ]. 
因[image: ]，故[image: ]是可逆矩阵，且[image: ]，则
[image: ]，故A与B等价，相似且合同，应选（D）。

【例3】与矩阵[image: ]合同的矩阵是（   ）
（A）[image: ]（B）[image: ]（C）[image: ]（D）[image: ]
【详解】 由[image: ] 得[image: ]的特征值为1, 2, -3, 而[image: ]的特征值为0, 1, 1。
 所以[image: ],且[image: ]与[image: ]有相同的正惯性指数, 因此[image: ]与（C）合同. 


【例4】已知四个矩阵分别为
[image: ]  [image: ] [image: ]  [image: ]

问四个矩阵是否有相似，哪两个相似？
【详解】[image: ]的特征值为1，0, 0,； 而[image: ]的特征值为1，0, 0，
[image: ]的特征值为3，0, 0,； 而[image: ]的特征值为1，0, 0，
相似矩阵有相同特征值故排除[image: ]，有相同的秩从而排除[image: ]
对[image: ]有[image: ],[image: ]即二重特征值[image: ]有两个无关的特征向量，故[image: ]可相似对角化[image: ]


【例5】设[image: ]是三阶实对称方阵，二次型的规范型为[image: ]，则以下结论正确的有（  ）个
①[image: ]的特征值必为1，-1，1         ②[image: ]的秩为2
[bookmark: _Hlk513417552]③[image: ]的行列式小于0                ④[image: ]必相似于[image: ]
⑤[image: ]合同于[image: ]           ⑥[image: ]必合同于[image: ]
（A）1个    （B）2个    （C）3个       （D）4个

[bookmark: _GoBack]【详解】由的规范型为[image: ]，知[image: ]的特征值有两正一负。可知③⑤⑥正确
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